1 Anhang

Wir wollen gebundene, resonante Streuzusténde fiir S-Wellen (I = 0) an einem kugelsymmetrischen
Potentialtopf

i Vo fir r<R
V(T)_{ 0 fir r>R

untersuchen. Dazu verwendet man die Notation k2 = 2uVy/h%, K2 = 2u(Vo + E)/R?, k? =
—2uE/h?.

1.1 Teil £ <0

Sei zundchst E < 0. Man soll die folgende Form fiir die Losung der Radialgleichung (fiir allgemeine
1) begriinden:
Apgi (Kyr)  fir r <R
Rp(r) = (+) /. )
By H, ™ (ikyr) fir r>R

wobei Hfj) (p) = —ny (p) £ ij; (p) und

oo () (). =i (32 (3)

Fir » < R verwendet man die bei r = 0 reguldren sphérischen Besselfunktionen, die wie man
gesehen hat, die Radialgleichung 16st. Die Neumannfunktionen kommen nicht in Frage, da diese
ein singulares Verhalten bei » = 0 haben.

Fiir r > R ist die Wellenzahl k,; rein imaginir, man benotigt also ein exponentielles Abklingen
der Wellenfunktion, was nur die Henkelfunktionen leisten kdnnen.

Fiir p — oo gilt jedoch wegen dem asymptotischen Verhalten von n; (p) und j; (p):

Hff) (p) = —ny(p)£ij(p)

1 m 1,
— ;cos (pfl§):|:z;sm (pflg)
cos (p—l%) +isin (p—l%)
p
exp [Fi(p —15)]
p

Dadurch wird klar, dass nur Hv(j) in Frage kommt, da H, l(_) divergiert.

Gewinnen Sie (im Fall [ = 0) durch Aufstellen der Anschlufibedingungen bei » = R eine Bedingung
fir Vo und R, die erfiillt sein muss, damit es N gebundene S-Zustinde gibt.

Mit

. sin p COoS p
Jo(p) = ;o nolp)=-—
P P
i cosp .sinp  exp (ip)
a5 (p) , T =,

ist die Losung:



Ruotr) = {

pey = | A o
" B 22tnot) gy p > R
D Ao ((e2Uinon) _ 8lon) ) figr p < R
dr | B (TG ewonan)) iy s R
Aus den Anschlussbedingungen folgt wegen der Stetigkeit an r = R:
exp (—knoR) sin (Kpor)
Byo——7r—> Apo————>
0 Z'I{noR 0 Kn()?“
B - A i’inO .
o = Apo——sin (K,oR) exp (knoR)
KnO
und wegen der Stetigkeit der Ableitung;:
4 [ cos (KnoR) _sin (KnoR) _ g e (—knoR) n exp (—knoR)
"o R KR "0 iR ifino R
sin (K,oR B,
cos (KnoR) — ﬁ _iAnOo exp (—knoR) P (knoR+1)
sin (K,0R) sin (K,0R)
(K, 0R) — A n0tt) A0 R+ 1
cos (KpoR) Kok Kok (knoR+ 1)
sin (KpoR) sin (KpoR)
n = T 5 n 1 Y 5
cos (KpoR) Kok (KnoR+1) + Kok
sin (Kn[) R) KnO
tan (K,0R) = _
an (Kno ) cos (KpoR) Kno
KnO 2[1 (VQ +E) /h2
Kn = —_—— = —_— O — _
tan ( oR) oo —2/,LE/712

Anogo (Knor)
BnoHéH (ikpor) fir r>R

fir <R

Die linke Seite ist immer reell, die rechte nur wenn % + 1 <0 ist.
Damit es N gebundene S-Zustiande geben kann, muss also V; auf jeden Fall diese Bedingung

erfillen:

—-VW<E<O

Damit ist jedoch nur eine notwendige Bedingung erfiillt.

Die Bedingung

tan (K,0R) =

Kn()

Rno

%

E

+ 1) (*)

entspricht exakt der Bedingung, die auf Blatt 2 Aufgabe 3. Dort wurde gezeigt, dass fir N

Bindungszustande gelten muss:



h? ™2  w2h?
1% — — 2N +1
0 2uR2< t3) = = g N+ 1)
2uR? ™

1.2 Teil £ >0
Fiir den Fall E > 0 ist dieser Ansatz fiir die Radialwellenfunktion zweckméBig (k? = 2uE/h?):

Aji(Kr) fir <R
By [cos 0,5 (kr) —sindyny (kr)] fir >R

Man kennt das asymptotische Verhalten von j; (p) und n; (p) und erhélt damit:

Ri(r) =

1 1
Ri(r) = Bj[cosdj; (kr) —sindmny (kr)] == B |:COS 65E sin (kr - 15) + sinélﬁcos (kr - lg)]
B . s . T T
= [COS 0;sin (kr - 15) + sin §;cos (kr — liﬂ = H sin (kr - 15 + 51)

Also ist d; tatsdchlich die Streuphase. Nun soll man die Streuphase §y sowie den totalen Wirkungs-
querschnitt o fiir S-Streuung (I = 0) bestimmen.

) sin (p) cos p
J = ) n = -
o (p) P o (p) 5
Also ist:
_ Ag ) fir r<R
Ro('l") = By . . .
22 [cos dg sin (kr) +sindg cos (kr)]  fiir 7> R
Ao gin (Kr)  fir r<R
— K
Ro(r) = { %sﬁn(erréo) fir r>R
iR (r) = 4o cos (Kr) — 7% sin (K) fir r<R
ar’ N %cos(kr+60)—W81n(kr+6o) fir r>R
Mit den Anschlussbedingungen hat man:
k  sin(KR)
By=A4y——F7——"
0 OK sin (kR + 6o)
und wegen der Stetigkeit der Ableitung:
AQ A _ BO BO .
oo (KR) — KRE sin(KR) = 5 oo (kR + &) k—stm(k‘R—i—éo)
AO o AO sin (KR) AO .
& oo (KR) — KR2 sin(KR) = R K sin (kR + 00) cos (kR + o) 7R oin (KR)
cos (KR)sin (kR+09) = — sln (KR)cos (kR + dp)
sin (kR4 d0) k sin (KR)
cos (kR+060) K cos(KR)
k
tan (kR +6p) = an (KR)



Also hat man die Streuphase:

do = arctan (}]z tan (KR)> —EkER+nm

Damit hat man auch den Wirkungsquerschnitt oy, da aus der Vorlesung bekannt ist:

B MR T NP MR N
0o — k2 0 — k2 1—|—tan2 50 - k2 tan2 (50
-1
- = x +1
k2 | tan? (arctan (£ tan (K R)) — kR)
-1 e
~ 41 14 ! = 41 1+ i <K>
k? (%tan(KR))2 k2 k2 \ tan (KR)
kR 2]
= 4 2 k 2
70 TR (RR)+ (tan(KR))

(Ohne Hinweis vom Blatt :-)

Fiir welche kg R gibt es also Resonanz?

Damit der Wirkungsquerschnitt oy grofl wird, muss % klein werden. Dies tritt genau bei den
Singularitdten von tan (K R) auf. Die Singularititen liegen bei KR = (2n + 1) T:

g:m+g~%R

z iy uf, wenn ~nmw+ % ist.
Resonanzen treten also auf, wenn ko2 ~ nm + 7 ist

Nun stellt sich die Frage, wie das Auftreten der Resonanzen im Verhéltnis zu den gebundenen
Zustanden aus Teil (i) steht.

KR=(2n+1)

Fiir die Resonanzen gilt: kR ~nm + 5
Die Bedingung fiir gebundeneZustinde ist: koR > § (2N +1) = N7+ §

Die Resonanzen treten also bei den Stellen auf, ab denen neue gebundene Zustande méglich werden.

(Auszug aus QM I Ubungsblatt 12 von Fred Stober)



